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Résumé :
La rupture, sous chargement dynamique, des matériaux quasi-fragiles est un phénomène difficile à appréhender. La
rupture apparaît pour des faibles déformations tout en dissipant peu d’énergie, contrairement à celle des matériaux
ductiles. Le dispositif de barres de Hopkinson est utilisé pour la rupture dynamique en flexion d’éléments en béton.
Les hypothèses de l’analyse des essais sur matériaux assez ductiles ne sont plus applicables. Une analyse adaptée
des signaux enregistrés est développée. Elle permet de réaliser un calage temporel très précis des différents signaux
et prend en compte le caractère dynamique transitoire des mouvements pendant l’essai. La méthode, utilisant
des formulations analytiques des mouvements du système barres-corps d’épreuve, conduit à obtenir des résultats
originaux.
Abstract :
The fracture of quasi-brittle materials under dynamic loading is a difficult phenomenon to analyse. This fracture
appears for very low deformations while dissipating weak energy, in opposition to that of ductile materials. The
SHPB device is used for the dynamic bending fracture of concrete beams. The assumptions used to analyse the
tests for ductile materials are not applicable any more. An adapted analysis of the recorded signals is developed.
It makes possible to carry out a very accurate temporal check of signals and takes into account the transitional
dynamic aspect of the motions during the test. Using analytical formulations, a transitional dynamic analysis of
the system composed of the bars and of the specimen leads to original results.
Mots-clefs :
flexion dynamique, matériau quasi-fragile, barres de Hopkinson
1 Introduction
Beaucoup de matØriaux de construction ont un mode de rupture qui est dit "quasi-fragile".
Les Øtudes de risques amŁnent à envisager des calculs de structures qui doivent intØgrer de
maniŁre correcte toutes les phases du comportement, y compris la phase "post-rupture", notam-
ment en terme d’Ønergie dissipØe.
L’approche expØrimentale correspondante prØsente des difcultØs liØes aux possibilitØs de me-
sures. Le dispositif d’essais aux barres de Hopkinson peut Œtre adaptØ à des essais de exion
dynamique et permet des mesures prØcises. Toutefois, les caractØristiques des matØriaux testØs
engendrent des ruptures pour de trŁs faibles dØplacements et dans les premiers instants de l’es-
sai. Les hypothŁses faites usuellement, pour ce type d’essai sur des mØtaux, ne sont plus valides.
Une analyse dynamique transitoire du systŁme constituØ des barres et du corps d’Øpreuve est
indispensable pour rØaliser un dØpouillement correct.
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2 Essai de flexion dynamique
Des essais de exion dynamique sont rØalisØs avec un matØriau de type bØton. L’Øprouvette
testØe est une poutre de longueur L = 16 cm et de section carrØe de 4 centimŁtres de côtØ
a. Les caractØristiques du matØriau sont E = 12 GPa et ρ = 2000 kg/m3. Le dispositif
d’essai de exion (Yokoyama (1993)) est un systŁme de barres de Hopkinson composØ d’une
barre entrante et de deux barres sortantes (Figure 1). L’Øprouvette, à caractØriser, est sollicitØe
en exion 3-points. Le chargement est rØalisØ par l’application d’une force sur une face de
l’ØlØment. Cette force peut-Œtre le rØsultat d’un impact, ou comme dans notre cas, appliquØe
par une barre dite "entrante". Une onde de compression se propage alors dans une direction
transversale de la poutre et se rØØchit sur les bords. Un temps caractØristique tc de cette phase
est la durØe du trajet des ondes dans la dimension transversale, dans notre cas :
tc =
a
Cp
= 1.2 10−5s.
A une Øchelle de temps supØrieure à tc le mouvement peut Œtre modØlisØ par une exion de
poutre. Ainsi, pour analyser cet essai dynamique trois cas peuvent Œtre envisagØs :
 Poutre "courte" : Si la durØe de l’essai de exion est trŁs grande devant le temps nØces-
saire aux mouvements transversaux pour se propager sur une longueur Øgale à celle de la
poutre, on pourra considØrer un Øquilibre similaire à celui obtenu en statique. Cette durØe
est de l’ordre de grandeur de ∆t = L/Cf (Cf Øtant la cØlØritØ des ondes de exion). On
observera dans ce cas que R ≈ F/2. C’est l’hypothŁse qui est gØnØralement retenue pour
des essais sur mØtaux ou des essais de rØsilience du type Charpy (Jiang et Al (2004)).
 Poutre "longue" : Si la durØe de l’essai de exion est du mŒme ordre de grandeur que le
temps nØcessaire aux mouvements transversaux pour se propager sur une longueur Øgale
à celle de la poutre, on notera alors queR 6= F/2. La prise en compte du mouvement tran-
sitoire de la poutre est alors nØcessaire. Les essais sur matØriaux quasi-fragiles prØsentent
cette caractØristique.
 Poutre "innie" : Si la durØe de l’essai de exion est plus petite que le temps nØces-
saire aux mouvements transversaux pour se propager sur une longueur Øgale à celle de la
poutre, on notera que R ≈ 0. Le problŁme sera alors le mŒme que si la poutre Øtait de
longueur innie.
FIG. 1 – Dispositif d’essai de flexion dynamique
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FIG. 2 – Signaux enregistrés
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Si on examine les signaux enregistrØs lors d’un essai dynamique de exion 3-points (Figure
2), on remarque que les intensitØs des efforts mesurØs sur les barres sortantes sont nØgligeables
devant celle de l’effort mesurØe sur la barre entrante. On note ta, le temps de transfert de l’effort
de son point d’application aux appuis. Avec ce type de matØriau le modŁle "poutre courte" est
pratiquement impossible à rØaliser (longueur L assez grande pour considØrer une poutre, et
assez petite pour que ta soit petit devant la durØe de l’essai). Le modŁle de "poutre innie" n’est
donc valable que si le matØriau est assez fragile pour que la durØe de l’essai soit infØrieure à ta.
3 Analyse d’essai de flexion dynamique
Lorsque le seuil de rupture est atteint, en exion, il y a ouverture d’une ssure. Le caractŁre
imparfaitement fragile se traduit par le fait que la contrainte ne s’annule pas instantanØment,
mais qu’elle est fonction de l’ouverture de ssure. Pour un ØlØment en exion on recherche
alors le moment transmis dans la section de rupture en fonction de l’ouverture angulaire. Le
problŁme à rØsoudre est donc celui d’une poutre longue dont on connaît deux conditions aux
limites (le dØplacement Ue et la force Fe) et dont on recherche les deux autres, la rotation ψ et
le moment M (gure 3). En effet, la force Fe ainsi que la vitesse d’impact Ve s’expriment en
fonction de l’onde de dØformation incidente i et de l’onde de dØformation rØØchie r mesurØes
par la jauge de dØformation situØe au milieu de la barre entrante :
Ve(t) =
dUe
dt
(t) = CB(i(t)− r(t)) 2Fe(t) = SBEB(i(t) + r(t)) (1)
oø CB, SB et EB sont respectivement la cØlØritØ des ondes dans les barres, la section et le mo-
dule d’Young des barres.
PSfrag replacements
M
Ue Fe
ψ
x
w(x, t) déformée de la poutre
ψ(x, t) rotation d’une section
M(x, t) moment fléchissant
V (x, t) effort tranchant
S section de la poutre
E module d’Young
ρ masse volumique
I moment quadratique
FIG. 3 – Poutre "semi-infinie" et conditions aux limites
Le modŁle de Bernoulli permet de caractØriser le comportement Ølastique de la poutre :
∂2w
∂t2
+
EI
ρS
∂4w
∂x4
= 0 (2)
En appliquant à cette Øquation une transformØe de Laplace en temps et en posant ρS
EI
= α4, on
montre que l’image opØrationnelle w(x, s) de w(x, t) vØrie l’Øquation aux dØrivØes partielles :
∂4w
∂x4
+ (α
√
2s)4w = 0 (3)
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dont la solution, en tenant des conditions à l’inni est donnØe par :
w(x, s) = e−αx
√
s
[
K1 cos(αx
√
s) +K2 sin(αx
√
s)
]
. (4)
En tenant compte des conditions en x = 0 :
w(0, s) = Ue(s),
∂w
∂x
(0, s) = ψ(0, s),
∂2w
∂x2
(0, s) =
1
EI
M(0, s),
∂3w
∂x3
(0, s) =
1
EI
Fe(s)
(5)
on en dØduit que l’image opØrationnelle du mouvement de la poutre est donnØe par :
w(x, s) = e−αx
√
s
[
Ue(s)(cos(αx
√
s)− sin(αx√s)) + Fe(s)
2EIα3s
√
s
sin(αx
√
s)
]
(6)
Il est possible d’expliciter le dØplacement dans le domaine temporel, mais l’expression, qui fait
intervenir des convolutions ainsi que des intØgrales de Fresnel n’est pas indispensable à notre
analyse. Une solution, pour une poutre de longueur innie, continue en x = 0, a ØtØ explicitØe
par Ditkine et Proudnikov (1979). Toutefois, en revenant aux fonctions, on obtient l’expression
temporelle de la rotation ainsi que du moment en x = 0 :
ψ(0, t) =
1
2EIα2
∫ t
0
Fe(τ)dτ − 2α
∫ t
0
Ve(τ)√
pi(t− τ)
dτ (7)
M(0, t) = − 1
α
∫ t
0
Fe(τ)√
pi(t− τ)
dτ − 2EIα2Ve(t) (8)
En reportant dans l’expression de ψ, les expressions (1) de Fe et de Ve en fonction des ondes de
dØformation i et r et en posant
A =
SBEB
4EIα2
B = 2αCB : (9)
on obtient :
ψ(0, t) =
∫ t
0

A− B√
pi(t− τ)

 i(τ)dτ +
∫ t
0

A+ B√
pi(t− τ)

 r(τ)dτ (10)
On note tr, l’instant oø commence la ssuration de l’Øprouvette. Pour t < tr, on suppose que le
comportement de la poutre est purement Ølastique (matØriau quasi-fragile), ce qui se traduit en
terme de rotation par ψ(0, t) = 0 et donne donc une relation implicite entre i et r :
∫ t
0

A− B√
pi(t− τ)

 i(τ)dτ +
∫ t
0

A+ B√
pi(t− τ)

 r(τ)dτ = 0. (11)
En s’inspirant des idØes de Zhao et Gary (1996) pour le calage des essais de compression lors
de faibles dØformations, la relation prØcØdente est utilisØe pour rØaliser une simulation de la rØ-
ponse Ølastique de l’Øprouvette et permet un calage trŁs prØcis des deux ondes. En effet, à partir
de l’onde incidente mesurØe mesi , il est possible d’estimer l’onde rØØchie elasr correspondant
à la rØponse Ølastique de l’Øprouvette. Ceci permet de repØrer de maniŁre prØcise le dØbut de
l’onde rØØchie. La gure 4 donne les ondes incidentes et rØØchies mesurØes calØes en temps
ainsi que l’onde rØØchie obtenue à partir de la simulation Ølastique. Sur ce mŒme graphique,
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une des deux ondes transmises est aussi tracØe. On remarque un dØcalage temporel de l’ordre
de 150µs qui correspond au temps nØcessaire pour le transfert du chargement aux appuis ta.
Les ondes mesurØes sont entachØes d’un bruit de mesure. Dans la phase Ølastique, il est possible
d’attenuer ce bruit, en introduisant un problŁme d’optimisation oø l’on recherche les ondes in-
cidente et rØØchie compatibles au sens de la relation (11) et qui s’approchent aux mieux des
mesures. Il s’agit de minimiser la fonctionnnelle
∫ tr
0
(i(t)− mesi (t))2dt+
∫ tr
0
(r(t)− mesr (t))2dt
sous la contrainte ØgalitØ
ψ(0, t) = 0 ∀t < tr. (12)
La gure 5 reprØsente les ondes mesurØes ainsi que les ondes obtenues grâce au problŁme
d’optimisation. La gure 6 et la gure 7 reprØsentent les vitesses et les forces en fonction du
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FIG. 4 – Ondes de déformations mésurées ca-
lées en temps
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FIG. 5 – Ondes de déformations mésurées et
optimisées calées en temps
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FIG. 7 – forces d’impact en force du temps
temps obtenues à partir des relations (1) en utilisant d’une part les ondes mesurØes et d’autre
part les ondes obtenues par le problŁme d’optimisation basØ sur la simulation Ølastique. Sur ces
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gures, on remarque que pour t < 50µs, les courbes coïncident et valident l’hypothŁse d’un
comportement purement Ølastique de la poutre.
Pour t > 50µs, on suppose que les phØnomŁnes non linØaires sont uniquement localisØs dans la
section centrale de l’Øprouvette (comportement quasi-fragile). On considŁre qu’une ouverture
de ssure apparaît au niveau de la section centrale et que nous avons deux demi-poutres semi-
innies Ølastiques. Les relations (7) et (8) donnent alors une estimation de l’ouverture de ssure
et du moment de exion en fonction du temps et permettent d’Øtablir une loi moment-ouverture
de ssure (gure 8). Sur cette gure, nous avons tracØ cette loi pour deux essais rØalisØs avec
des vitesses d’impact diffØrentes.
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FIG. 8 – relations moment-ouverture de fissure (˙ est
la vitesse de déformation maximale estimée dans la
phase élastique)
4 Conclusion
Des essais dynamiques de exion 3-points sont rØalisØs sur des Øprouvettes de bØton en
utilisant un dispositif de barres de Hopkinson à deux barres sortantes. Le dØpouillement des
essais ne pouvant Œtre rØalisØs de maniŁre classique, une technique a donc ØtØ proposØe. Elle
est basØe sur le fait que l’Øprouvette se comporte dans les premiers instants de l’essai comme
une poutre "semi-innie" Ølastique. Ceci permet le calage prØcis ainsi que le dØbruitage dans
les premiers instants des ondes de dØformation mesurØes. En supposant que la non-linØaritØ se
localise dans la section ssurØe (matØriau quasi-fragile), cette technique permet l’identication
de la relation moment-ouverture de ssure.
Il est envisagØ d’utiliser et d’Øtendre la mØthode prØsentØe ici pour des essais de exion sur des
ØlØments en bØton armØ ou renforcØ par des composites dans le but d’accØder au comportement
dynamique post-ssuration de ces matØriaux et de quantier l’Ønergie dissipØe par la rupture de
ces ØlØments.
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